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Zusammenfassung: Es sei H(Bg) die Klasse der auf der abgeschlossenen Ein-
heitskreis-Scheibe By stetigen und im Innern des Einheitskreises F holomorphen
Funktionen f. Im folgenden wird ein hinreichendes Kriterium fiir rationale
Minimallosungen an Funktionen fe H(Bp) angegeben und gezeigt, dal unter
einer zusitzlichen Voraussetzung die so charakterisierte Minimallosung eindeutig
ist. SchlieBlich werden explizit rationale Minimalldsungen an Funktionen f aus
H(Bg) angegeben, die dem hinreichenden Kriterium und der zuasitzlichen For-
derung geniigen.

Es sei By = {z;|z]| < 1} die abgeschlossene Einheitskreis-Scheibe und
H(Bg) die Menge der Funktionen f, die holomorph im Innern von By und
stetig auf F := rd By sind. In H(By) betrachten wir die Tschebyscheff-Norm

1flls; = max | f(2)..

Sei

' guz) X7 o oy7 - |
W,m = lw; w(z) = === -0y, B €C, plz) 54 Ofiir | z| < 1Y,
k (2) 2ul2) T, szj & B P Z) | {

so ist W," eine Teilmenge von H(Bg). Zu vorgegebenem f'e H(Bg), f¢& W,
suchen wir ein & € W,,” mit

1f— Bl <UF— wils,

fir alle w e W,», also eine Minimalldsung mit der Abweichung

ppymn(f) — lnf Hf — W HBE .

weW,,"”
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Die Existenz mindestens eines solchen & ist aber (siche z.B. [11]) gesichert.
Mit Hilfe des Maximumprinzips (siehe z.B. [2]) ist sofort die Folgerung zu
zichen: »

SAatz 1. Es sei fe H(Bg), f& W, Ist &€ W, eine rationale Funktion
bester Approximation an [ auf By beziiglich W, ™, so ist @ auch eine rationale
Funktion bester Approximation an f auf E beziiglich W,,*, und umgekehrt.

Wir kénnen also uns im folgenden zur Losung unseres Problems darauf
beschriinken, zu vorgegebenem f'e H(B:) eine Minimalldsung @ € W,,» auf E
zu suchen. Dann gilt mit

M(w) ={z;z€E, | f(z) —w@)| =/ — wl&}
der

Satz 2 (Meinardus [6]). Es sei fe H(Bg), f¢ Wy, und @ € W,». Gilt filr
Jjedes we W, die Ungleichung

min Re{(f(z) — #(2)) - (w(z) — @(2))} <O,

ZEM(W)

dann ist & Minimallosung an f auf By beziiglich W,,".

Zur Formulierung eines hinreichenden Kriteriums bendtigen wir das

LemmA 1. Es sei
G(r) = r - e,

0 beliebig mit 0 < 6 < =, aber fest, eine Gerade durch den Ursprung und
W = q,/pn eine rationale Funktion aus W,". Durchlauft z die Werte des
Einheitskreises E, sei also z = z(¢) = €%, 0 << ¢ < 2w, dann besitzt

H(¢’ I") = W(Z(¢)) - G(I’),
maximal 2t Nullstellen, wobei t = max(m, n) ist.
Beweis. Wir machen die folgenden beiden Fallunterscheidungen:

(1) w(z) # Ofiralleze E:

Es ist

‘In(z) i 4n(2) m . 1 . ¢ i -
P~ 1pa@F  Tpa@F P

w(z) =
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mit eindeutig bestimmten Koeffizienten y;,7,6C, j=0,1,.,¢ und
inshesondere fiir ze F

Wz ($) = T;axg(;;ﬁg- Y {a;c08jb & @;sinjd - i+ (b;cosjd -+ b, sinjdl,

=0

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a; , 4,, 5;, b€ R, j = 0, 1,..., 2. Mit

u($) = Z, (a; cos j¢ -+ d; sin jé)

und
t

W) = Y, (b cos j + b sin jg)

j=0

folgt
arg{w(z(9)} = argu(¢) + 1 - v(P)}
= arctan(v(¢p)/u(¢)) mod 7r;
denn () und v(¢) kénnen auf Grund der Voraussetzung w(z) # O flirzc E

nicht gleichzeitig fiir 0 << ¢ < 27 den Wert O besitzen.
Wir setzen 0.B.d.A. § == 0. Dann folgt

H(d,r) =0 < arg{w(z(¢))} =0 mod =

wé)y
< arctan @ =0 mod s

v besitzt aber als trigonometrische Summe in ¢ vom Grade ¢ maximal 2¢
Nullstellen.

(2) Es existiert mindestens ein £ € F mit w(&) = 0:

Wir setzen o.B.d.A. grad g,, = n voraus. Weiter besitze g,, die Produkt-
darsteliung

42) = a2 = Lz — L (= L0 T] 2 — &),

mit ICJI =1 fur.]: 1’2’--')S5 !§.7| #* 1 fuI'J: 1,2,...,?’2-]{, klﬁ"
ko + -+ ks =kund « € C mit o # 0,
Dann kann ¢, dargestellt werden als

kq

0a(a(@) — (sin$520)" - gin ($230)7 . (sin LX) g,

2
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mit Xi = arg{cj}!j = 1: 2:'--9 8 und

n—k

T(¢) = Cirt - o [Lexp (i HED) T gy — ¢,

i=1 j=1
Somit folgt

y

W) = e (0 252 (sin 252 1) G,

mit 7(¢) 7 0 und p,(z($)) = 0 fiir 0 < ¢ < 27,
Wir machen die weiteren beiden Fallunterscheidungen:

(1) r = 0: Aus der obigen Darstellung fiir w folgt

H($,7) = 0 = (sin ¢ = Xl)kl -+ (sin $X - XS)’% -0

= ¢ = y; mod 2w, j=1,2,..,s.

Bei ¢ = y; liegt also fir j = 1, 2,..., s, eine Nullstelle von H(¢, r).
(il) » = 0: Es folgt

H($, 1) = 0 = arglw(z($))} = arglr - ¢}
< a1g{T($) - Pu@@)} = 0  mod m.

T - p,, kann aber mit eindeutig bestimmten ; € C dargestellt werden als
T($) - pula($) = Z 8y(cos jp + i - sin j),
mit { = max(n — (k/2), m — (k/2)), falls k gerade, bzw. als
T($) - poGC@) = ; 5 (cos T L g 1 i-sin ¥ 11y

mit 7 = max(n — (k + 1)/2), m — ((k + 1)/2)), falls £ ungerade. Beriick-
sichtigung der Beziehung, daB eine trigonometrische Summe der Form

2+ 1
2

S(¢) = i (ai cos 2];_ ! ¢ -+ b; sin
=0

?S)’ a; , bi € R: ] = 09 1:---9 n,
maximal 2n - 1 Nullstellen besitzt, fithrt bei analogem Vorgehen wie unter
(1) zu der Folgerung, daBB H(4, r) fir r = 0 maximal 2z — k Nullstellen
besitzt.
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Die Aussagen (i) und (ii) ergeben wiederum die Behauptung.
Wir formulieren nun das hinreichende Kriterium.

SAaT1z 3. Es sei fe HBg), f¢ W,", und e W," Existieren 2t + 2
Werte ¢, mit

0 < ¢y < oy <" < gy << 2m,
wobei t = max(m -+ n, 2m) sei, so daf
1 f(2(d)) — DD =1 f —Blle, p=12.,20+2
und mod 2
arg{f(z(¢.)) — @(=($.)} — arg{f ((P.-1)) — Hz($u-)} = 7,
po=2,3,.,2t+ 2,
gilt, dann ist & Minimallésung an f aus W, bzgl. By .

Beweis. Wir filhren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, daB
unter den angegebenen Voraussetzungen # nicht Minimalldsung aus W,,°
an f bzgl. By ist. Dann existiert nach Saiz 2 mindestens eine rationale
Funktion w e W,,” mit

Re(f(z($.) — Bz(pNW(2(.) — B(z($)) >0, p=1,2,.,20+ 2.

Setzen wir

arg{f(z(¢y)) — @(z(¢))} = 0  mod 27,
so muf-wiederum mod 27—fir p = 1, 2,..., ¢ + 1 gelten

0 — (/) < arg{w(z(¢z.-0) — W2($ou-0)} < 8 + (7/2)

und
0 + (7/2) < arg{w(z($s.)) — B(z($e))} < 6 -+ (37/2).

Diese Bedingung kann aber (w — &) nor erfiillen, wenn (w — @) mindestens
2¢ + 1 Schnittpunkte mit der Geraden

G(r) = r - exp(i(0 + (7/2))), —o0 <r < o,
besitzt (Beriihrungspunkte werden als Schnittpunkte gezdhlt). Es gilt aber

~ qn qn v, m+n : H m-+n
W = — = = mit  (Fpin/Som) € Wom
D pm Szm ( + / 2m) 2
Somit besitzt w — @ nach Lemma [ maximal 2¢ Schnitipunkte mit der
Geraden G(r). Hieraus folgt die Behauptung.
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Eine gewisse Modifizierung dieses hinreichenden Kriteriums erreichen wir,
wenn wir fordern, daB der Betrag der Fehlerfunktion konstant ist. Ins-
besondere zeigt sich, daB die so charakterisierte Minimalldsung eindeutig ist.

Sarz 4. Es sei fe H(Bg), f¢ W,," Existiert eine rationale Funktion
@ e W,.", so daf
f - ZT;:

den Einheitskreis auf den (m 4- n +- 1)-mal durchlaufenen Kreis mit dem
Radius r > 0 abbildet, dann ist % Minimallosung an f aus W,,” bzgl. By mit der
Minimalabweichung v und die Minimallosung ist eindeutig.

Beweis. Wir fihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, daBl @
nicht Minimallésung an f'ist. Sei w* € W, » Minimalldsung an faus W,," bzgl.
Bp,dann gilt firze E

lw*(2) —f@) < |f@) — @@ = |f—Ble.
Auf Grund des Satzes von Rouche (siehe z.B. [5]) folgt, daB3 die Funktion
W — )+ (f — &) = w* — &

dieselbe Anzahl von Nullstellen im Innern des Einheitskreises wie die
Funktion f — @ besitzt. Nach dem Argumentprinzip (siche z.B. [5]) besitzt
aber f — @ genau m -+ n -+ 1 Nullstellen im Innern des Einheitskreises. Das
ist aber ein Widerspruch, denn

W*"‘ZT): _— D ==

besitzt hochstens m + » Nullstellen. Vollig analog ist die Eindeutigkeits-
aussage zu zeigen.

Im folgenden geben wir explizit Minimallosungen aus W, bzgl. B an
Funktionen aus einer gewissen Klasse R von rationalen Funktionen an.
Hierbei sei R folgendermaBen definiert:

R = {r; r e R, r geniigt den Bezichungen (a), (b) und (c)} mit

" oz -+ g
R - T:T(Z)_ (1 _B]_Z)(l _Bgz) 5O‘usﬁvEC’|Bv1 < 1,{IBI+BZI < 1 ”
und

oy - {BiBe(fr + B2) — (By + Bt = o - {1 — | B1f5s 12}, (@

1B+ Bel 11 —BiBal > BBl - (1 — | BiBa ), (®)
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Der Nullpunkt liegt im Innern der Ellipse

o($) = — (Br =+ Bo) -+ exp(i - (9/2)){| Bufe | - exp(i($ + (6/2)
+exp(—i(g + (0/2)},  0< ¢ <2m,

mit 8§ = arg{:B,} (also der Ellipse mit dem Mittelpunkt (c)

—(By -+ Ba), der groBen Halbachse 1+ | ;8 |, der kleinen

Halbachse 1 — | 818, | und dem Winkel /2 zwischen groBer
Halbachse und x-Achse).

(Eine hinreichende Bedingung fiir (¢) ist beispielsweise | By + 8| +

| BBt < 1)
Dann gilt der

SATZ 5. Essei r(z) = (uz + a)/(1 — Bi2)(1 — Be2)) € R. Dann existiert
eine eindeutig bestimmte rationale Funktion

W) = (2 + vl — 8- 2) e Wy,

so daf die Beziehung

e (Z - B])(Z _ 182)(2 _ 8>
r@ —wz) = ¢ (1 —B2)(l — Bo2)d — & - 2) @

mit eindeutig bestimmtem & € C erfiillt ist und w ist Minimallosung an v auf
By bzgl. Wt mit
pua®) = | €1

Beweis. Es ist r € H(Bg). Somit fordern wir we H(Bg), also [§| < 1,
und kinnen

uz2) 1= (1 — Bl — f2)1 — §-2) # 0

fiir z € E voraussetzen. Multiplizieren wir (d) mit u(z}, so fithrt Koeffizienten-
vergleich zu dem Gleichungssystem:

B;:“B;?’z — =0,

“(Bl + /32) v+ Blﬁz')/o - O415 + (/81 + 52)5 + 8¢ =0,
y1— (B + Bo) yo — O‘US — PPt — (By + B2) 8¢ + oy = 0,
Yo + BiBed€ + a5 = 0.

©

Setzen wir

7(8) = -ﬁl—Bf&(ﬁl + B — (B + B + ;3_1)9;(1 — | )8132 ?) -8

und

0(8) = 1 — | BiBs I - B1ﬁ2{lg132(51 + By) — (Bl + B} - 9,
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wobei auf Grund unserer Forderung | 8 | < 1 und der Bedingung (b) sofort
1,(8) 5= 0 und v,(8) % 0 folgt, so fiihrt (e) zu

0‘18 +m'% _ %S —(Br+Bo) g —
v1(3) 05(3) ’

und weiter zu
0 = BBy * {oulBiBa(By + B2 — (By + Bl — ol — | By I°T} - 88
+ BiBe ol By + Bo) — BuPalBy + B 4 aull — | BBy 21} - 8
+ {oo[(Bs F Ba) — BuPalBu + Bl + ull — [ BB 12} - 8
+ BB+ (1 — | BuBe 1)) + [(BL + B2) o + o]
~[BuBa(Br + B — (Bu + BD]

und bei Beriicksichtigung von Bedingung (a) schlieBlich zu

(BB 3+ 85— BBy =0
mit
{= o {(Br+ B "M(ﬁl + B} + oy - (1 — | BiBs [,
und somit zu
BiB: 848 — (B +B) =0, ®
da wegen Bedingung (a) und (b), { 5= 0 ist. Wir setzen
o(8) = Bia 8+ 8 — (B + B)
und 8§ = r-et, 0 <r <1, 0 < ¢ < 27. Lassen wir nun 8 einen Kreis
um den Nullpunkt mit dem Radius r durchlaufen, so beschreibt
o(®) = olr, §) = Bify -1 e + - et — B+ BD)
= r - exp(i * (6/2))f] BBz | - exp(i(¢ + (6/2))) + exp(—i(¢$ + (6/2)))}
— (B + Bo:

wobei 0 = arg{B,B3,} ist, eine FEllipse mit dem Mittelpunkt —(B; + B,), der
groBen Halbachse (1 + | BB, |), der kleinen Halbachse (1 — ] 8,8, |} und
dem Winkel 8/2 zwischen grofier Halbachse und x-Achse.
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Wegen Bedingung (b) gilt weiter

By # B,, also (B + B #0

Somit folgt schlieBlich aus Bedingung (c), daB ein 8 € C mit | 8 [ << 1 existiert,
das der Beziechung (f) gentigt. Da

(z — Bz — Bz — §)
(= B — Bl — 52)

den Einheitskreis £ auf den dreimal durchlaufenen Einheitskreis abbildet,
folgt bei Beriicksichtigung der Beziehung

r(z) — w(@) = & -

Lr(z) — w2 = | €] firalle zeE

die zweite Aussage auf Grund des Satzes 4.
Hierzu betrachten wir das

Briseier 1. Wir setzen
Bi= (1 —DI2P? By =1+ DI,
und mit beliebigem a € C, ¢ = —(9/4) * o, oy = . Dann ist

=04z + 1)«
(1 — (1 + D2)/(2PPA — (A —D2)/(2)*2

und die rationale Funktion @ € W,! bester Approximation an # auf B; bzgl.
Wt ergibt sich zu

Hz) = € R,

—(16/7) - & - z — (64/63) -

@) = 1 (@9 -z

Wegen ¢ = (2/7) - « folgt schlieBlich py () = (2/7) - | « .

Diese Arbeit ist ein Teil der Dissertation, die der Verfasser am Institut fiir Angewandte
Mathematik I der Universitiit Erlangen Niirnberg bei Prof. Dr. G. Meinardus angefertigt
bat.
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