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Zusammenfassung: Es sei H(BE ) die Klasse der auf der abgeschlossenen Ein­
heitskreis-Scheibe BE stetigen und im Innem des Einheitskreises E holomorphen
Funktionen f. 1m folgenden wird ein hinreichendes Kriterium fUr rationale
Minimallosungen an Funktionen fE H(BE) angegeben und gezeigt, daB unter
einer Zlisatzlichen Voraussetzung die so charakterisierte Minimallosung eindeutig
ist. SchlieBlich werden explizit rationale Minimallosungen an Funktionen f aus
H(BE ) angegeben, die dem hinreichenden Kriterium und der zusatzlichen For­
derung gentigen.

Es sei BE = {z; I Z I ~ I} die abgeschlossene Einheitskreis-Scheibe und
H(BE) die Menge der Funktionen J, die holomorph im Innern von BE und
stetig auf E:= rd BE sind. In H(BE) betrachten wir die Tschebyscheff-Norm

II!IIBE = max I f(z)l.
zEBE

Sei

( ) "n j

Wm,n = l' W', 1"("') =~ = ,L.,j~O ajZ r-I c 10 ( ) -I- 0 foor' 1...- 11
• n'.v ~ m r-I j' Cij , fJj C 'G, Pm Z -r- U I Z I ~ ( ,

1;J Pm(Z) L:j~O fJjZ )

so ist Wm" eine Teilmenge von H(BE). Zu vorgegebenem!EH(BE),!¢ wmn,
suchen wir ein WE wmn mit

II! - WIIBE ~ II! - 11' IIBE

fUr alle WE fV;nn, also eine Minimallosung mit der Abweichung

Pwn(j) = inf II! - w IIBE '
7fI, 'U'EWmn
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Die Existenz mindestens eines solchen wist aber (siehe z.E. [11]) gesichert.
Mit Hilfe des Maximumprinzips (siehe z.E. [2]) ist sofort die Folgerung zu
ziehen:

SATZ 1. Es sei fE H(BE), f¢ wmn. 1st WE wmn eine rationale Funktion
bester Approximation anf auf BE bezuglich Wmn, so ist W auch eine rationale
Funktion bester Approximation anf auf E bezuglich wmn, und umgekehrt.

Wir konnen also uns im folgenden zur Losung unseres Problems darauf
beschranken, zu vorgegebenemfE H(BE) eine Minimallosung WE wmn auf E
zu suchen. Dann gilt mit

M(w) = {z; Z E E, Ifez) - w(z) [ = Ilf - wilE}'

der

SATZ 2 (Meinardus [6]). Es seifE H(BE),j¢ wmn, und WE wmn. Giltfur
jedes WE wmn die Ungleichung

mill Re{(f(z) - w(z)) . (w(z) - w(z))} ~ 0,
zEM(w)

dann ist W Minimallosung anfauf BE bezuglich wmn.

Zur Formulierung eines hinreichenden Kriteriums benotigen wir das

LEMMA I. Es sei

G(r) = r . eiB,

() beliebig mit 0 ~ () < 7r, aber fest, eine Gerade durch den Ursprung und
w = qnlPm eine rationale Funktion aus wmn. Durchlauft z die Werte des
Einheitskreises E, sei also z = z(cp) = ei<i>, 0 ~ cp < 27r, dann besitzt

H( cp, r) = w(z(cp)) - G(r),

maximal2t Nullstellen, wobei t = max(m, n) ist.

Beweis. Wir machen die folgenden beiden Fallunterscheidungen:

(I) w(z) =1= 0 fUr aIle z E E:

Es ist

q (z) qn(z) . Pm(z)w(z) = _n_ = ~~~:.c::.;:....-'--
Pm(z) [Pm(z)[2
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mit eindeutig bestimmten Koeffizienten ')Ii,)li E' C, j = 0, 1,... , t, und
insbesondere fUr z EO E

1 t .
w(z(4») = I h4»)12' I {ajcosJ4> ajsinN + i· (bjcosjrfJ + bjsinN)},

Pm L I i~

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten aj , iij , b j , bj E' fR, j = 0, 1, ... , t. Mit

t

u( 4» = I (aj cOS.N> + ii j sinN)
j~O

und
t

v(4» = I (b j cosN + hj sinN)
j~O

folgt
arg{w(z(4»)} = arg(u(4» + i' v(4))}

= arctan(v(4»ju(4») mod '7T;

denn u(4)) und v(4» konl1en auf Grund der Voraussetzung w(z) =1= 0 fUr z EO E
nicht gleichzeitig fUr 0 ~ 4> < 2'7T den Wert 0 besitzen.

Wir setzen o.B.d.A. e= O. Dann folgt

H(4), r) = 0 <? arg{w(z(4»)} = 0

v(4»
= arctan u(4)) = 0

<? v(4)) = o.

mod 7T

mod 7T

v besitzt aber als trigonometrische Summe in eP vom Grade t maximal 2t
Nullstellen.

(2) Es existiert mindestens ein z EO Emit w(z) = 0:

Wir setzen o.B.d.A. grad qn = n voraus. Weiter besitze qn die Produkt­
darstellung

n-k

qnCz) = ex • (z - '1)k1 . (z - 'Jk
2 '" (z - LY's . n (z - gj),

;=1

mit [,,. [ = 1 fUr j = 1,2,... , s, I gj I =1= 1 fUr j = 1,2,... , n - k, k1 +
k 2 + ... + k s = k und ex EO C mit ex =1= O.

Dann kann qn dargestellt werden als

Qn(z(4») = (Sin 4> --; Xl t .sin (4) --; X2 t ... (Sin 4>; Xs t .T(cp),
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mit Xj = arg{Sj},j = 1,2,..., s, und

T(4)) = (2i)k' ex • rl exp (i' klXj2+ 4») . ft (z(4» - g;).
J=1 )=1

Somit fo1gt

1 (.4>-Xl)k1
(. 4>-Xs)kS

w(z(4») = IPm(z(4»)!2 . sm 2 ... sm 2 . T(4))' Pm(z(4»),

mit T( 4» =1= 0 und Pm(z(4») =1= 0 fUr 0 ~ 4> < 27T.
Wir machen die weiteren beiden Fallunterscheidungen:

(i) r = 0: Aus der obigen Darstellung fUr w folgt

-¢? 4> = x; mod 27T, j = 1,2,... , s.

Bei 4> = Xj liegt also fUr j = 1, 2,..., s, eine Nullstelle von H( 4>, r).

(ii) r =1= 0: Es folgt

H(4), r) = 0 -¢? arg{w(z(4»)} = arg{r' eiB}

-¢? arg{T(4» •Pm(z(4»)} = e mod 7T.

T . Pm kann aber mit eindeutig bestimmten (}j E C dargestellt werden als

r
T(4)) . Pm(z(4») = L (}lcosjrf> + i· sinjrf»,

;=0

mit l = max(n - (k/2), m - (k/2)), falls k gerade, bzw. als

r 2'+1 2'+1
T(4)) . Pm(z(4») = L (}j (cos~- 4> + i· sin~ 4»

,~O

mit l = max(n - ((k + 1)/2), m - ((k + 1)/2)), falls k ungerade. Beriick­
sichtigung der Beziehung, daB eine trigonometrische Summe der Form

n ( 2j + I . 2j + 1 ) .S(4)) = L Gj co.s -2- 4> + bj sm -2- 4>, G;, bj E IR, ] = 0, 1,..., n,
J=O

maximal 2n + 1 Nullstellen besitzt, fUhrt bei ana10gem Vorgehen wie unter
(1) zu der Fo1gerung, daB H(4), r) fUr r =1= 0 maximal 2n - k Nullstellen
besitzt.
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Die Aussagen (i) und (ii) ergeben wiederum die Behauptung.
Wir formulieren nun das hinreichende Kriterium.

55

SATZ 3. Es sei fE H(BE), frt wmn, und WE wmn. Existieren 2t + 2
Werte r/J1Jo mit

wobei t = max(m + n, 2m) sei, so daj3

If(z(eplJo)) - W(z(eplJo)) I = Ilf- wilE,

undmod 217'

f1' = 1,2,... , 2t + 2,

arg{f(z(eplJo)) - w(z(eplJo))} - arg{f(z(eplJo_l)) - w(Z(¢IJo-l))} = 17',

I-" = 2, 3, ... , 2t + 2,

gilt, dann ist W Minimallosung anf aus wmn bzgl. BE'

Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, daB
unter den angegebenen Voraussetzungen W nicht Minimallosung aus Wmn

an f bzgl. BE ist. Dann existiert nach Satz 2 mindestens eine rationale
Funktion WE wmn mit

Re(f(z(r/JIJo))-w(z(eplJo)))(w(z(eplJo)) - w(z(eplJo))) > 0, I-" = 1,2,... , 2t + 2.

Setzen wir
mod 217',

so muB-wiederum mod 217'-fiir I-" = 1,2,... , t + 1 gelten

und
e- (17'/2) < arg{w(z(ep21Jo-l)) - w(z(ep21Jo-l))} < e+ (17'/2)

0+(17'/2) < arg{w(z(ep21Jo)) - W(Z(ep21Jo))} < (J + (377/2).

Diese Bedingung kann aber (w - w) nur erfilllen, wenn (w - w) mindestens
2t + 1 Schnittpunkte mit der Geraden

G(r) = r . exp(i(O + (17'/2))), -00 ~ r ~ 00,

besitzt (Beriihrungspunkte werden als Schnittpunkte gezahlt). Es gilt aber

Somit besitzt w - w nach Lemma 1 maximal 2t Schnittpunkte mit der
Geraden G(r). Hieraus folgt die Behauptung.
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Eine gewisse Modifizierung dieses hinreichenden Kriteriums erreichen wir,
wenn wir fordern, daB der Betrag der Fehlerfunktion konstant ist. Ins­
besondere zeigt sich, daB die so charakterisierte Minimallosung eindeutig ist.

SATZ 4. Es sei fE H(BE), f1: wmn. Existiert eine rationale Funktion
WE wmn, so daj3

f-W,

den Einheitskreis auf den (m + n + I)-mal durchlaufenen Kreis mit dem
Radius r > 0 abbildet, dann ist W Minimallosung anfaus wmn bzgl. BE mit der
Minimalabweichung r und die Minimallosung ist eindeutig.

Beweis. Wir fUhren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, daB W
nicht Minimallosung anfist. Sei w* E wmn Minimallosung anfaus wmn bzgl.
BE, dann gilt fUr z E E

I w*(z) - f(z)1 < Ifez) - W(z)1= Ilf - wilE'

Auf Grund des Satzes von Rouche (siehe z.E. [5]) folgt, daB die Funktion

(w* - 1) + (f - w) = w* - W

dieselbe Anzahl von Nullstellen im Innern des Einheitskreises wie die
Funktion f - wbesitzt. Nach dem Argumentprinzip (siehe z.E. [5]) besitzt
aber f - wgenau m + n + I Nullstellen im Innern des Einheitskreises. Das
ist aber ein Widerspruch, denn

besitzt hOchstens m + n Nullstellen. Vollig analog ist die Eindeutigkeits­
aussage zu zeigen.

1m folgenden geben wir explizit Minimallosungen aus WII bzgl. BE an
Funktionen aus einer gewissen Klasse R von rationalen Funktionen an.
Hierbei sei R folgendermaBen definiert:

R = {r; r E R, r gentigt den Beziehungen (a), (b) und (c)} mit

und

(Xl . {f31f32((31 + (32) - (f31 + (32)} = (Xo . {I - 1 f31f32 j2}, (a)

I f31 + f32 1 • I 1 - f31f32 I > 1 f31f32 I • (1 - I f31f32 12), (b)
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Der Nullpunkt liegt im Innern der Ellipse

a(rp) = - (131 + (32) + exp(i' (8(2)){1 131132 i' exp(i(rp + (8(2)))
+ exp(-i(ep + (8(2)))}, 0 ~ if; ~ 27T,

mit 8 = arg{131132} (also der Ellipse mit dem Mittelpunkt (e)
-(131 + (32), der groBen Halbaehse 1 + 1f11132 I, der kleinen
Halbachse 1 - [ f11f32 lund dem Winkel e(2 zwischen groBer
Halbachse und x-Aehse).

(Eine hinreichende Bedingung fUr (e) ist beispielsweise I f31 + f12 l +
I f31f32 < 1.)

Dann gilt def

SATZ 5. Es sei r(z) = (CXIZ + cxo)((1 - f31Z)(1 - f32Z) E R. Dann existiert
eine eindeutig bestimmte rationale Funktion

so dajJ die Beziehung

r(z) _ w(z) = g . (z - f31)(Z -}2)(Z - 0)
(1 - f31Z)(l - f32z)(1 - 0 . z)

(d)

mit eindeutig bestimmtem gEe erfullt ist und wist Minimallosung an r auf
BE bzgl. W/ mit

Beweis. Es ist r E H(BE ). Somit fordern wir WE H(BE ), also i 0 i < 1,
und konnen

u(z) := (1 - f31z)(1 - f32z)(1 - 8 . z) =F 0

fUr z E E voraussetzen. Multip1izieren wir (d) mit u(z), so fiihrt Koeffizienten­
vergleieh zu clem Gleichungssystem:

f11f32YI - g = 0,

-(131 + 132) Y1 + f31(32YO - cx18 + (131 + (32)g + og = 0,

Y1 - (,81 + (32) Yo - CXoS - (31(32g - «(31 + (32) og + CXI = 0,

Yo + (31(320g + CXo = O.
Setzen wir

und

(e)
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wobei auf Grund unserer Forderung 1 8 I < 1 und der Bedingung (b) sofort
vl8) =1= 0 und v2(8) =1= 0 fo1gt, so fiihrt (e) zu

a 18+M 'ao ao8 - (f3l + f3J . ao - al
vl (8) - v2(8)

und weiter zu

o = f3lf32 . {al[f3lf3lf3l + f32) - (f3l + f32)] - ao[1 - I f3If32 12]} • 88

+ f3lf32 . {aO[(f3l + f32) - f3lf32(f3l + f32)] + aI[l - I f3lf321 2]} ·8

+ {aO[(f3l + (32) - f3lf32(f3l + f32)] + a l [1 - I f3lf32 12]} • 8

+ f3lf32 . ao(l - I f3lf32 1
2
) + [(f3l + f32) ao+ all

. [f3lf32(f3l + f32) - (f3l + f32)]

und bei Beriicksichtigung von Bedingung (a) schlieBlich zu

mit

und sOlIDt zu

(f)

da wegen Bedingung (a) und (b), , =1= 0 ist. Wir setzen

und 8 = r . ei-<!', 0 < r < 1, 0 ~ 4> < 27T. Lassen wir nun 8 einen Kreis
urn den Nullpunkt mit dem Radius r durch1aufen, so beschreibt

a(8) = a(r, 4» = f3lf32 . r . ei.q, + r . e-i'q, - (131 + (32)

= r . exp(i . (012)){1 f3If32 I . exp(i(4> + (012))) + exp(-i(4> + (012)))}

- «(31 + f32),

wobei 8 = arg{f3lf32} ist, eine Ellipse mit dem Mitte1punkt -(f3I + f32), der
graBen Halbachse r(1 + I f3I(32 I), der kleinen Halbachse r(I - I f3If32 I) und
dem Winkel 812 zwischen groBer Ha1bachse und x-Achse.
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Wegen Bedingung (b) gilt weiter
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also

Somit folgt schlieBlich aus Bedingung (c), daB ein 8 E C mit I 8 ! < 1 existiert,
das der Beziehung (f) geniigt. Da

r(z) __ vv(z) = g. (z -_ fJl)(Z - fJ2)(Z - 8)
(1 -- fJlz)(l -- fJ2z)(1 -- 8z)

den Einheitskreis E auf den dreimal durchlaufenen Einheitskreis abbildet,
folgt bei Beriicksichtigung der Beziehung

fUr alle z E E

die zweite Aussage auf Grund des Satzes 4.
Hierzu betrachten wir das

BEISPIEL 1. Wir setzen

fJl = (1 - i)/(2)3/2, fJ2 = (1 + i)1(2)3/2,

und mit beliebigem cx E C, CXl = -(9/4) . cx, CXo = cx. Dann ist

_ ( --(9/4)z + 1) . ex
r(z) = (1 __ «1 + i)z)/(2)3/2(1 _ «(1 _ i)z)/(2)3/2 E R,

und die rationale Funktion WE Wll bester Approximation an r auf BE bzgl.
Wll ergibt sich zu

_ -(16/7) . ex • z -- (64/63) . ex
w(z) = 1 -- (4/9) . z

Wegen g = (2/7) . ex folgt schlieBlich pw/(r) = (2/7) . tOLl.

Diese Arbeit ist ein Teil der Dissertation, die der Verfasser am Institut flir Angewandte
Mathematik I der Universitiit Erlangen Niirnberg bei Prof. Dr. G. Meinardus angefertigt
hat.
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